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Allmånna ekvationer öeh deras förenkling. 

Sedan genom Heaviside's beräkningar och undersökningar 
framgått att talöfverföringen hos en telefonledning kan för- 
bättras genom att neutralisera kapacitetens inflytande genom 
att öka ledningens induktans hafva flere olika metoder fram- 
ställts att meddela ledningen ökad själfinduktion. Af dessa 
anordningar är det likväl egentligen endast två, som kommit 
i praktiskt bruk. Den ena består i att på ekvidistanta ställen 
inkoppla spolar med eller utan jämkäma, och teorien för be- 
räkning af dessa spolars dimensioner och elektriska egen- 
• skaper har blifvit utvecklad af professor Pupin. Den andra 
metoden består i att jämnt fördela själfinduktion utefter 
ledaren genom att omlinda densamma med fin järntråd i 
täta hvarf; denna anordning har bUfvit föreslagen af danske 
telegrafingenjören Krarup och har kommit till praktisk an- 
vändning på en del kablar mellan Sverige och Danmark samt 
mellan Danmark och Tyskland. Utförda mätningar å dylika 
kablar hafva visat, att en stor ökning i motstånd kommer till 
stånd så fort den omlindade jämtrådens diameter ökas. Så 
visade en mätning vid en kabel med 0,7 mm järntråd en 
ökning i motstånd från 5,5 ohm per kilometer vid likström 
till 83 ohm per kilometer, när vid mätningen användes växel- 
ström med 900 perioder per sekund. En undersökning huru 
själfinduktion och motstånd förhålla sig hos dylika ledningar 
vid olika dimensioner och växeltal torde därför icke sakna 
intresse. 
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För att utan alltför stora teoretiska svårigheter kunna 
genomföra allmänna undersökningen skola vi till en bör- 
jan antaga ledningsanordningen så enkel som möjligt. Vi 
tänka oss då ledning och återledning bestå af tvänne koncen- 
triska ledare af samma ämne, den inre bestående af en tråd 
af cirkulär sektion samt den yttre af en den inre omslutande 
ledaren hvars begränsningslinjer utgöras i sektion af tvänne 
cirklar. Mellan dessa ledare antaga vi en likaledes koncen- 
trisk cylindermantel af annat materiel placerad. Ledningens 
längd antagas mycket lång i förhållande till våglängden som 
uppkommer, och energikällan skall placeras mellan den yttersta 
och den inre ledaren. För att ytterligare förenkla problemet 
lämna vi alla hysteresisfenomen utom betraktande vare sig i 
dielektrikum mellan ledarne eller magnetisk hysteresis hos 
ledame. Under sådana förhållanden kunna vi till följd af 
ekvationemas lineära natur utan att begränsa allmängiltig- 
heten antaga enei^källan vara enkelt harmonisk hvarigenom 
likaledes alla de magnetiska och elektriska krafter som upp- 
komma blifva af samma natur under förutsättning att feno- 
menen betraktas efter så lång tid från begynnelsetillståndet 
att det så att säga stationära tillståndet uppkommit eller 
med andra ord, vi skola söka en partikulär enkelt harmonis^ 
lösning till ekvationssystemet. 

Vi utgå då från Maxwells ekvationer i den form» som 
Hertz och Heaviside gifvit dem, nämligen 

^==vcutIH (1) 

dH 

it*-rr=-i;curlJS; (2) 

dt 

^ = kE+e— (3) 

dt 
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åivsH^G (4) 

diviT^o (5) 

hvarest E och H betyda elektrisk och i?iagnetisk fältstyrka, 
^ elektrisk strömtäthet, A, i? och fi resp. ledningsförmåga, 
dielektricitetskonstant och genomtränglighet, a elekricitets- 
mängd per volumsenhet (per ytenhet om ytdivergensen tages), 
samt v är en konstant som blifvit införd af Cohn för att 
underlätta öfvergången från olika enhetssystem. För det 
elektromagnetiska systemet sättes för vakuum 

4 TT t' = 1 

4 71 fl^ 1 

1 sec^ 

4:716 = 



9.10^ cm^ 

Inga »impressed forces» antagas vara för handen i de 
delar af ledningen som tagas i betraktande. 

Af ledarens symmetriska form följer att elektriska ki^aften 
kan uppdelas i tvänae komposan ter den ena längs ledningen 
eller longitudinel och den andra radiel; den förra beteckna 
vi med E' och den sednare med E^\ Linjeintegralen för den 
elektriska kraften kring en sluten yta dels i en tvärsektion och 
dels å en med ledaren koncentrisk cylindermantel blir därför 
noll, och måste därför H helt och hållet ligga i tvärsektionen. 
Till följd af symmetrien måste JJ-linjema dessutolm vara cirklar. 
Någon »inducerad» magnetism uppstår därför icke å någon 
af ledame. Emedan v e 'år ytterligt liten i förhållande till i, 
när v är frekvensen (2 ti X svängningstalet) hos den enkelt 
harmoniska funktionen, kan man hos ledame utan vidare för* 
summa förskjutningsströmmen. Tillämpas nu de allmänna 
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ekvationenia resp. på en kvadrat i ett plan genom systemets 
axel med ena sidparet parallelt med axeln, på en yta i sek- 
tionsplanet som begränsas af tvänne koncentriska cirklar, 
samt slutligen på den cylindriska mantelyta som begränsas 
af tvänne cirklar på samma af stånd från axeln och med af- 
ståndet 1 från hvarandra, erhålles följande ekvationssystem: 
för dielektrikum: 



dH dE' dÉ'\ 

(A = V . V 

dt dr dz 



dE^ v d f „. 

dt rdr^ ^ 



dE'' dH 

$ = — v — 

dt dz 



(6) 



för ledaren: 



dH dE' dE''\ 

Il — = t; • — v 

dt dr de 






).É' = -v 



m 

åz 



(7) 



z är koordinaten längs systemets axel och r i radiell riktning 
mot axeln. 

Till dessa ekvationer komma vidare villkorsekvationema 
vid ytorna mellan de olika skikten. Dessa villkor skola ut- 
tala, att de elektriska och magnetiska fältkomponentema 
längs ytorna äro kontinuerliga samt att den elektriska ström- 
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mens komponenter vinkelrätt mot ytorna äro kontinuerliga. 
Om man i de två ekvationssystemen borteliminerar E och 
E" få vi följande ekvationer för bestämmandet af H\ 
för dielektriknm 



g^ d^H _ d 1 d . d^H 

v' df ''drrdr^''^^'^~d7 



för ledarne 



fAldH d I d . . d^H 



v dt drr 



dr^ ^ 



Vi skulle nu söka en lösning af formen / [r z) sin vt. 
För bekvämare räknings skull sätta vi emellertid i stället 
för sin 1^^ e**'*. Till följd af ekvationemas natur kan såsom 
förut blifvit nämndt, den ena lösningen lätt återföras till den 
andra. Hvad beträffar lösningens beroende af ^, så framgår 
af den form som ekvationen har, att det är lämpligt söka en 
lösning af formen f[r)\A eiCyt+mz)^-^ ^i (i/t+mz)|. Emellertid på- 
lägga \\ villkoret, att för z=i + oo skola krafterna reduceras 
till noll eller m. a. o. energikällan är belägen i ^ = — oo. 
Under detta antagande måste den ena af termerna inom 
parentesen falla bort; bibehålla vi den första så måste m 
hafva sin imaginära del negativ. Vi sätta alltså 

Införa vi detta uttryck på fi i de sist skrifna ekvationerna 
med utelämnande af exponentialtermen och införande H 
i st. f. f(r) få vi 
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8 
eller om vi införa 



2 

5, = --S- +^n 



o 



5, = -^ -fm' 

dr . r dr r 

och samma för ledaren med utbjiie af Sq mot 5,. Vi skiifva 

för båda tills vidare s. 

Skrifva vi 

x=^isry 

så kan ekvationen sättas under formen 

d'H . IdH H^j. 

dx X dx X 

hvilket är differentialekvationen för en Bessels funktion af 
första ordningen. Vi kunna därför sätta: 

H=AI^{x) + BY^{x) 

med användande af Neumanns beteckningssätt för de Besselska 
funktionerna. Men enligt en bekant relation är 

i.(^)=-/„(x) 

hvarför 

H^ - {At^ {x) + Br^ (x)) e'^-' "■ "^'^ 

Ur systemet (6) få vi genom differentiation : 

ccl vs^ ^ dx^ X dx ^ 



^' ^-^[dH . H\ 



ve^dx XI ve ^ ^ dx x dx 

^ dx^ X dx ^i 
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r(x) + lr{x)=-i(x) 



o 
X 



t:{x)+\r^{x) = -Y^{x) 

alltså få vi 

v s i \ 

Vidare 

É {Ar {x) + jB r (ic) e^c^^t^"^^) 

För ledame få vi på samma sätt: 

É = '^ [aI^ (x) + BY^ {x)\ eUi^t+mz) 

„ vim f _, ,1 

E = — l^r^ {x) + -B r^ c^)} e^^''*^"»^) 

I det följande skola vi antaga, att den inre och den 3i;tre 
ledaren bestå af samma ämne, hvaremot metallmanteln anta- 
ges vara af annan beskaffenhet. De dielektrika, hvilka skilja 
de tre ledarne, antaga vi hafva samma konstanter. Hvad de 
införda konstantema A och B beträffar, bestämmas de af de 
villkorsekvationer, som betingas af kontinuiteten vid skilje- 
ytorna. För hvarje sådan skiljeyta skulle vi få tre ekvatio- 
ner, en som bestämde, att tangentiella elektriska kraftkompo- 
nenten är kontinuerlig, en att samma är förhållandet med 
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den magnetiska kraften, och slutligen en tredje, som skulle 
angifva, att normala komponenten af elektriska strömmen är 
kontinuerlig. En blick på de ekvationer, som de två sista 
villkoren lämnar, visar emellertid, att de äro identiska; för 
hvarje skiljeyta få vi därför endast tvänne oberoende ekva- 
tioner. Koefficienten B för den inre ledaren måste vara noll, 
emedan i annat fall krafterna i ledarens centrum skulle bli 
oändliga. Om vi vidare göra det antagandet, att energikällan 
visserligen har sitt säte för Z= — oo, men dock för ändligt 
värde på r måste A för det dielektrikum, som befinner sig 
utom den yttre ledaren, vara noll, emedan i annat fall kraf- 
terna för r = 00 skulle bli oändliga. Vi hafva på så sätt en- 
dast tio koefficienter A och B att bestämma tillsammans. 
Antalet ekvationer bli äfvenledes tio och äro alla lineära och 
homogena i A och B, Genom att eliminera dessa konstan- 
ter skulle en ekvation erhållas, som sammanbunde m och r, 
och som innehöUe de olika mediemas elektromagnetiska kon- 
stanter. Nio af de tio ekvationerna skulle sedan lämna nio 
af konstantema A och B uttryckta i den tionde. Vårt pro- 
blem är emellertid ännu icke fullt fysikaliskt bestämdt. Man 
skulle kunna tänka sig de elektromagnetiska vågorna hafva 
sitt ursprung mellan den inre ledaren och metallmanteln, 
mellan metallmanteln och den yttre ledaren, mellan den yttre 
och oändligheten, meUan den inre och yttre ledaren o. s. v. 
Klart är att olika lösningar måste erhållas allt efter som 
förutsättningen i detta af seende sättas olika; frågan blir 
blott huru motsvarande villkorsekvation skall uppsättas. Som 
de elektromagnetiska vågorna utefter ledare utgöras af nät 
af elektrostatiska och magnetiska kraftlinjer med de elektro- 
statiska utspända mellan ledarne synes det mest rationelt att 
antaga, att när en »impressed» elektromotorisk kraft är in- 
kopplad mellan tvänne ledare de elektromagnetiska vågorna 
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hela tiden blifva utspända mellan dessa ledare. Om vi där- 
för i vårt problem antaga den elektromotoriska kraften in- 
kopplad mellan den inre och den yttre ledaren skulle E" 
öfverallt på den yttre ledarens yttersida vara noll. Praktiska 
försök haf va också visat att i det fall återgångsledningen ut- 
gjorts af en den andra ledningen fullt omslutande ledare de 
elektriska och magnetiska krafterna utom systemet varit så 
svaga, att de icke kunnat uppfattas. Låta vi Xi betyda x för 
den yttre ledarens yttersida skulle vi få mellan A och B för 
den yttre ledaren 

AI,'{x,)-^BY',{x,) = o 

Genom att bortse från omgifvande dielektrikum och in- 
föra denna relation få vi två obekanta mindre, men sam- 
tidigt bortfalla de två kontinuitetsekvationema för den yttre 
ledaren: vi få sålunda på nytt en ekvation, som bestämmer 
m uttrycket i v. Denna ekvation är emellertid af lätt insedda 
skäl ytterst svårlöslig äfven med approximationer. Emeller- 
torde man däremot ganska lätt kunna bestämma m» storhets- 
ordning, om man grundar sig på den egenskapen hos dielek- 
tirika att € är mycket liten. 

Vi införa den longitudinella elektriska kraften vid leda- 
rens yta och kalla densamma JE','. Ei har då samma värde 
strax innanför som strax utanför ledaren. Den elektriska 
strömmens längs ledaren vid ytan är nu XE^ och i dielek- 
trikum vet El. För de vexeltal, som förekomma i praktiken, 
är därför strömmen längs ledarens yta, mycket stor i förhål- 
lande till strömmen i dielektrikum. Som E' icke mellan den 
yttre och den inre ledaren kan bli oändlig och dessutom är 
kontinuerlig göra vi det antagandet att E'^ maximivärde i 
dielektrikum är af samma storleksordning som E\. För myc- 
ket få svängningar pr sekund kommer å andra sidan insjunk- 
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ningen i ledaren att vara fullständig d. v. s. E' har samma 
värde öfverallt. För sådana svängningar, som förekomma vid 
telefoneringsproblem är detta visserligen ej förhållandet, mön 
den del af ledaren, som deltager i ledningen, är dock af 
samma storleksordning som ledaren i sin helhet. Det för- 
beredande antagande vi nu på grund af hvad som blifvit sagdt 
göra är att den totala longitudinella strömmen i dielektrikum 
mellan ledarne skall till följd af e^ litenhet kumm försummas 
i fÖ7^hållande till totala strömmen i den inre, (och yttre le- 
daren.) Resultatet får rättfärdiga detta antagande. Vi be- 
teckna totala strömmen i den inre ledaren med S. Grund- 
ekvationerna lämna då 

S=-v.27trH, 
där H är den magnetiska kraften på afståndet r från inner- 
ledarens centrum. H. är alltså omvändt proportionelt mot r. 
i dielektrikum; som vidare J?" och jEf äro proportionella, hvil- 
ket synes åf vårt lösningssystem, måste med samma grad af 
approximation detta äfven vara förhållandet med E'\ Vi be- 
teckna nu med index o de olika krafternas värde vid inre 
ledarens yta, med 1 vid metallmantelns inre yta, med 2 vid 
den yttre ytan samt med 3 vid yttre ledarens inneryta. Då 

ha vi H — -^ S^ och E" — ^ E"^. Tillämpa vi den andra 

grundekvationen på de två rektanglar i dielektrikum, som be- 
gränsas af de tre ledame och hafva höjden 1 längs utefter 
ledame, få vi relationen 

fl ^J^Hdr== — vi^Eo'-Ei'+E2'-E3' +J^dr] 

Integralerna utsträckas endast till de delar af radien, som 
befinna sig i dielektrikum. Insätta vi värdena på H och E" 
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uttryckta i H^^ och E",^ samt begagna oss af att -j^ = i y 

dt 

och -7—= i^ få vi: 

+ emroK log ^. ^| 

Tillämpa vi nu första grundlagen på den radiella ström, 
som utgår på enhetslängden från den inre ledarens yta, få vi 

dE: ^ dK^ 



dt ^ dz 

eller 

iv € Ei'^^ — vimH^ 

Införa vi E^ ur denna likhet i nyss skrifna ekvation 
och flytta öfver de termer, som innehålla jff^, på samma sida, 
erhålla vi: 

men 

8 



r.H.=: 



'°**« 2nv 



För m^ erhålles därför följande uttryck: 

2 fi€v 2niv€ E!^—E!^+E' — E'^ 
m = — 2 ä — 

log~- 
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För litet värde på v äro de elektriska kraftemas insjunk- 
ning i ledame fullständig hvarför motståndsoperatom är af 

samma storleksordning som y. Men y är af ordningen 
10 . För låga periodtal blir därför m* proportionell mot 



V- 



^. Som den första termen i m"^ äfven innehåller € torde 

;. 

man på försök kunna allmänt sätta m^ proportionell mot €, 
hvadan m^ skulle vara en mycket liten kvantitet. 
För ledare ha vi funnit 

Som m^ är af samma storleksordning som £, kunna vi därför 
utom möjligen för mycket höga vexeltal försumma m^ i för- 

hållande till -^-y-. Fördelningen af E och följaktligen äfven 

fördelningen af strömmen längs ledaren blir därför oberoende 
af m. Hos innerledaren kan därför Rayleighs formler för 
insjunkningen användas och motsvarande formler för me- 
tallmanteln och ytterledaren. Strömfördelningen sker med 
andra ord på samma sätt, som om strömmen vore semi- 
stationär. Under detta antagande skola vi längre fram beräkna 

— ^—5 — -. Om vi i de formler, som vi där erhålla, 

antaga v stort, skola vi finna att detta uttryck blir af stor- 
leksordningen \f fH^, I vår formel för ni^ förekommer v i 
den andra termen till potensen 72- ^ör stora svängningar 

närmar sig mr därför till ^-^2~' ^^^ ^® således, att äfven för 
de högsta svängningstal, som förekomma i tekniken, m^ kan 
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försnmmas i uttrycket for s, beroende därpå, att till följd af 

a'- litenhet ^— -s- blir liten i förhållande till ' \ . 

EmedaxL den longitudinella strömmen i dielektrikum an- 
tages kunna försummas, fördelas de magnetiska krafterna i 
dielektrikum i hvarje ögonblick på samma sätt, som om 
strömmen i sektionen vore stationär. Vi öfvergå nu till det 
elektriska fäliet mellan ledame. Emedan den radiella ström- 
men vid de olika ledame skall vara kontinuerlig förhåller 

I 

sig E^ i dielektrikum till J5" i ledame som -A. E" i ledarne 

kan därför försummas i förhållande till fältet i dielektrikum, 
eller med andra ord, man kan anse, att de elektriska kraft- 
linjerna precis som vid statiska problem börja och sluta på 
ledame. Utanför en af ledames ytor, t. ex. strax utanför 
den inre ledaren, hafva vi erhållit relationerna 



alltså 



eviE" = 


= — vim Hq 


S 


2 7ir^sv 


If'~' 


m 


If 


2 7rr^€vE' 



eller 



E" m S 

Som m enligt hvad vi förut funnit är proportionel mot 

_ E' . _ 

Ytl finna vi, att -^ äfven är proportionel mot Yé^ hvarför 

den elektriska kraften med stor approximation utgår vinkel- 
rätt mot ledame d. v. s. på samma sätt, som i elektro- 
statiska problem. Fördelningen af de elektriska krafterna 
sker tydigen i detta problem på samma sätt som i ett sta- 



Digitized by VjOOQ IC 



16 

tiskt på grand af ledames symmetriska auordixing. Om vi in- 
föra linjeintegralen /E" dr = V utsträckt mellan den inre och 
yttre ledaren motsvarar såsom vi strax skola se V den elek- 
trostatiska potentialskillnaden mellan ledame, ehura man här 
naturligtvis icke kan tala om statisk potential. Värdet af 
fE^dr i metallmanteln kan utan vidare försummas enligt 
hvad ofvan blifvit framhållet. V kan därför sättas lika med 
linjeintegralen, då endast linjeelement i dielektrikum med- 
tagas. 

Om vi nu tillämpa den af grundekvationerna, som svarar 
mot induktionslagen, på de tvänrie rektanglar i dielektrikum, 
hvilka begränsas af tvänne parallela radier med afståndet 1 
från hvarandra utefter innerledaren erhålla vi: 

d r dV 

^-jHdr=—V'-^-v{Eo — E,-{-E, — E,); 

men under de gjorda förutsättningame är H proportionel 
mot strömstyrkan S', vi kunna därför sätta 

flJiHdr = vLiS. 

Li utgÖT då totala antalet magnetiska induktionslinjer, 
som de två rektanglame omfatta, när strömstyrkan i inner- 
ledaren är 1. Emedan såsom vi förut sett, de elektriska 
kraftemas inträngande i ledame försiggå på samma sätt som 
om strömmen vore semistationär, skola vi längre fram finna att 

Eq — El -f E2 — Eq 

dS 
är uttryekbar i S och -^, under förutsättning att de elek- 
triska krafterna äro enkelt harmoniska; vi kunna därför införa 

dS 

Eq El -\- E.2 -B3 = RS -f Zf2 , , 
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där B och L^ båda äro reella. Ekvationen får (Sirför föl- 
jande form: 

dS dV 

Använda vi den andra grunaformein på den radiella ström; 
som genomgår en med innerledaren koncentrisk cylinderyta 
i dielektriknm med höjden 1, erhålla vi: 



dt dz 



dE' dB 

' dt 

Insätta vi å höger sida 



.H^-' 



2 nr' 

erhålles: 

d]^'^_ 1 dS 
dt 27ir dz 

Multipliceras båda sidor med dr och ntföres integrationen 
längs* radien medtagande de element, som finnas i dielektri- 
knm, erhålla vi: 

dV p. dr dS 






dt ^ €* 27tr dz 

eller om vi införa 



1 _ /V dr 



dV dS 

dt dz 
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De ekvationer, som sammanbinda S och V bli därför: 

dt de 



dr__dS 
dt dz 



alltså formelt samma ekvationssystem som för linjära ledare. 
Vi hafva i det föregående hela tiden förutsatt, att förskjut- 
ningsströmmen längs ledaren i dielektrikum är negligerbar i 
förhällande till strömmen i ledaren och hafva då funnit, att 
strömfördelningen i en sektion af ledame kan beräknas på 
samma sätt som om strömn^en där vore semistationär d. v. s. 
oberoende af dielektrikums egenskaper. Totala strömmen 
samt potentialen i de olika ledame beräknas sedan j^å samma 
sätt som för linjära ledare med motsvarande konstanter för 
motstånd, själfinduktionskonstant sam^ kapacitet. Förhvarje 

ledare kan man därför beräkna -^i där E är den longitudi- 

nella elektriska kraften vid ledarens yta och S totala ström- 
men i ledaren oberoende af omgifvande dielektrikum. Vi 
skola nu undersöka longitudinella förskjutningsströmmens 
inflytande. I dielektrikum kan man icke, såsom i ledame 
försumma w, men å andra sidan är x en kvantitet af stor- 
leksordningen f , hvarför vi kunna sätta I q [x] = 1 och 
YQ{x)=ilogx» E blir därför i dielektrikum af samma stor- 
hetsordning som E vid gränsen. Om därför A är genom- 
skämingsytan hos dielektrikum .har man att jämföra veEÅ 
med S, För små svängningar synes att vsEA kan för- 
summas i förhållande till Ä. För höga svängningstal 

skola vi se att förhållandet blir af storhetsordn. v% y ^^ — där 
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p är ledarens omkrets. För alla de i praktiken förekom- 
mande svängningstalen blir detta förhållande en liten kvan- 
titet. Dielektricitetsströmmen längs ledame kan därför för- 
summas i förhållande till ledningsströmmen. 

Vårt egentliga problem är nu att bestämma de föränd- 
ringar i L och R hvilka åstadkommas af metallmantelns när- 
varo. Vi skola nu öfvergå till denna undersökning. 



De magnetiska och elektriska krafternas inträngande 
i metaHmanteln. 

I anslutning till föregående undersökning försumma vi 
i ledame W i förhållande till E. I stället för J5" skrifva 
vi -EJ. De två grundekvationerna gifva då tillämpade på 
samma sätt som förut: 

r dr. - . . 



dH dE 

^ dt dr 



Om H elimineras mellan dessa två ekvationer erhålla vi 
för bestämmande af E: 

fxÅd^^é^ IdE^ 
.v^ dt .dr'^ r dr 

eller med antagande att E är af formen f(r) e i^t 

d^E . IdE 



v^ dr^ r dr 
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. v 
och 

få vi: 

dx X dx 
E är därför en Besselsk funktion af ordningen noll d. v. s. 

E = AIo{x)^BY,{x\ 

hvarest A och B äro tvänne konstanter, som skola bestämmas 
ur gränsvillkoren. För att bestämma motsvarande H hafva 
vi ekvationen: 

. „ dE ^ dE 
'^ dr dx 



hvaraf 



UVt [ I 



fJlVt 

H* gränsvärden äro nu bekanta. Vi hafva nämligen, 
emedan förskjutningsströmmen pajrallelt ledame försummas: 



t? • 2 TT ri v-27fr2 

där r^ och r^ äro respektive inner- och ytterradien hos vår 
metallmantel och 8 totala strömmen i inner- eller ytter- 
ledaren För att bestämma A och jB få vi därför ekvations- 
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eijstemet 

2 w» 

fii^j =Ax,ro (x{)+B X, n {X,). 

2 TT»" 



Om vi för tillfället införa: 

xro(x) = Bix) xY'oix) = IKx) 



VI 



j^^Jfi^g D(«2) — D(«i) 



27r«' B(a;i)2X«2) — ■B(*2)-D(^i) 



^ ^ p;t_ ^ JBCjtj) — B(ari) 



271»" B(arj)D(arj) — J5(«2)jD(«i) 



För vårt problem intresserar oss endast E' värden vid 
gränsen. Vi kalla dem resp. E^ och E2. Insätta vi våra 
erhållna uttryck på A och B få vi för E^ och E^: 

E =-f^sll(x ) ^""^ ~ - ^•''^^ — 

' 27ri;* l" 'B(x,)2)(«*) — JP(«2)-Z>(ar,) 

_y(^x ■B(ar^-.B(^i) ■ \ 

"' '' £(^,)I>(^2)-5(*,(i>(«i)i 

i; = ±^ sll (a; ) IKx^ — JKxi) _ 

' 271»* 1 *^ * B(xi)D(x2) — B(x^)IKxi) 

' Bix{)IKxt)^B(x^)IKxi)\ 
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Om vi införa i st. för B(.r) och D{x) xF^ix) och xY\[x) 
få yi: 

jg ^ /uiV ^ a;2{/o(^2 )^ofe)- yo(-^^i)-^o(^2)} - x^{I q {x;)Y'q{x^) - to{x;)YQ{x^) 
' 2 nv^ x^x^{toMY\{x^) - t,{x^)Y\{x,)] 

JE ^ tiL S ^2{-^o(^2) ^0(^2) - Yo(Xo)l'i{x^)} - Xi[Io(X2)Y^o(x{) - YJ,X^)l!jjC;)) 



2 nv^ x,xJ^t^{x^)to{x^) - /o(^o) 1^0(^1)} 

Dessa uttryck kunna emellertid sFågot förenklas. Vi halva 
nämligen relationen: 



X 



Begagna vi oss af denna formel få vi: 

;E =J^ ^ ^2(^0(^1) y'ofe) — roUQ/pfa)} — 1 

\27rv' x,x,{ro{x,)ro{x,)—roix,)r,{x,)} 

E ±^ ^^^ S ^~ x^{lo{x^Y\{x;) — rofa)A(^i)} 
' 2nv^ x,x,,{ro{x,)Y',{x^) — r,{x^)Y,{x,)) 

De metallmantlar, hvilka kunna komma i fråga, hafva af olika 

skäl en liten tjocklek, är därför i allmänhet liten. 

För att erhålla iormler på jE\ och E^, hvilka såväl för prak- 
tiskt bruk som för diskussion äro mer användbara än de 
nyss erhållna torde det vara lämpligt att införa beteckningen 
X2=Xi + h och utveckla täljare och nämnare i potenser på A. 
De så erhållna serierna äro konvergenta inom en cirkel med 
x^ till medelpunkt och som går genom origo; d. v. s. vi 
måste hafva \x^ — x^ l<^l^il- 
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Oni taljaxen i E^ utvecklas erhälles följande serie: 

f h h' I ^ 

(Ä!i + A) I 2f, +-B, + ^5, + . . . . | — I, 

hvarest 

B^ = lo (x,) r? (X,) - i? (x,) To (x,) 

eller efter liopmultiplicering och iakttagande att 5i= — 

Y (^i+rr^ B^) + 172 (2 ^2+% Ss) + ]-273 i^T^s+^i S^+ • • • 
Om vi vidare utveckla 

/'oWnc*.)— i'o(*»)r'o(^i) 

samt införa, beteckningame 

Än = /'.(a!i)r?(^x) — i?(a;0- nCa^i) 
erliålles en serie med följande utseende: 



jÄ, + Y^'Ä,+ 



Om vi sedan öfvergå till U^ få vi med samma beteck- 
ning följande serie för täljaren: 

eUer 

Xih^ xj^ 



För nämnaren erhålles naturligtvis samnia uttryck som 
nyss. Koefficienterna A och B äro funktioner af jTj / Vår 
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närmaste uppgift ^kall bli att bestämma deBsa ftiuktionera 
utseende och egenskaper. 

Emedan loix) .o<?h Y^{x) ära Besselska funktioner af 
nollte ordningen satisfiera de ekvationerna: 



r:+lK+yo=o 



Differentiera vi dessa ekvationer v — 2 gångar samt in- 
föra = g) erhålles: 

X ^ 

v — 2 , (v — 2)(v — 3) ,, 



+ ^»'-2/' j;y-2 

och motsvarande för Y^- 

Genom att multiplicera dessa båda likheter resp. med 
Yq och /q erhålles: 

v— 2 , 

På analogt sätt erhålles för Av recurrsionsformeln : 

v — 2 , 
A,=(pAy-i + — ^(pX-^« + . : . + (p^-^Ax — Ay-z^ . 

För att dessa formler skola gälla måste naturligtvis y 
vara >2, 



Digitized by VjOOQ IC 



25 

Eiiligt en bekant sats, hvilken för öfrigt direkt erhllUes 
ur differentialekvationen för Iq och Yq genom en integrering 
och en konstantbestämning är nu 

1 

X 

vidare är JB^trrO; 

häraf erhålles 

1 

Tår recurrsionsformei visar då, att alla By måste vara 

polynomer i — utan någon konstant term samt af graden v. 

Hvad koefficienterna Äy beträffar se vi genast att A^ = 0. 
Genom att multiplicera differentialekvationerna för Iq och Yq 
resp. med F© och Fq samt subtrahera erhålla vi att 

1 

Af recurrsionsforjneln för Ay framgår sedan, att Äy måste 
vara en polynom i — af graden P' — 1 och utan någon kon- 
stant term. Mellan B och A finnes dessutom följande relation: 

dBy 

~ = A, + B,+, 

nen i 
hos By se vi att den skulle bestämmas af relationen 



Om vi endast taga i betraktande den högsta termen i 



dBy 
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26 
hvaraf 



^''^ dx ~ dx' ^~^^ X- ' 



Vi skola nu öfvergå till en direkt bestämning af koef- 
ficienterna By. Funktionen Yo(x) kan som bekant utvecklas 
i en serie /-funktioner enligt formeln 

c» 

E(— 1)." 
I2.a(^) 

sätt 

och differentiera Yo(^) ^ gånger * 

Om vi införa detta uttryck i By 

skulle vi erhålla én oändlig serie. 

Som emellertid enligt ofvan By skall vara en polynom i 

— och den andra termen i Yl{x) endast skulle åstadkomma 

konstanta termer och termer; innehållande potenser på x 
kunna vi redan från början utelämna densamma, hvarigenom 
By skulle erhållas ur uttrycket 

B, t= /o (x) ^ (Jo {x) 4/ {x)) - n {x) To {x\ 

där dock alla konstanta termer och termer innehållande po- 
tenser på X måste borttagas. Afven andra termen i detta 
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uttryck kan från början bortlämiias ; den innehåller nämligen 
vid utveckling först en term lQ{x)iff(x], hvilken borttages af 
samma uttryck ur första termen, ocK sedan endast termer 
som innehålla poténser på x. "För att bestämma By hafva 
vi därför endast att plocka ut de termer som ii^nehållä po- 
ténser på — ur följande uttryck: 

X 

/u=y— 1 

men -^ 

alltså 



/A=0 



=(-1) -ZoW2^-— r-x.«.— 



^-0 



IX! IX—V 



men 






w=0 



alltså: 



00 



ru. v V (-l)"a;^^-.^>2n:.. 2n-^+l 
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Yi inliöra betec]mmgen; 

fi : r= y — 1 






^ = 



/u-^y 



hTarigenom 



-B,=(-ir-io(^).o,. 



För Gp hafva vi uttrycket 









iC 



.2n 



Mot hvarje värde på /* svarar nu en serie i x\ om fi äx 
ett jämnt tal börjar denna serie tydligen med samma potens 
som för det näst föregående udda ^ värdet. Vi dela därför 
upp Cv i två delar, den eua med jämna f* G och den andra 
med udda u G . 

Om vi i O införa 2i^ i st. f. ^ få vi: 



h'= 



v—l 
S 

2 



J[ 2 00 

öfre gränsen för fi svarar mot udda v och den undre mot 
jämna. 

I o' införa vi 2^ + 1 i st. f. fj: 



fU=' 



1—3 

2 
r— 2 

8 






»=,«+! 
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Vi ändra nu om summationsordningen i C^ oeh C^ samt 
utlämna dessutom alla termer, som innehålla potenser på 
X högre än x^^ ,vi erhålla: 



y— 1 

2 
v — 2 



^'''-2^^~^^Vn/w/2^. ( 



2w — 2ju+l 



{2fx — v)'2fjL! 



n = 



u = 



Z(_l)n^ V^ 2n. . . 2n — 2fjL 
22nn/n/ ^(2^+1— v) 2//+Tr' 



n=l 



n = l 



A* = 



Vi utflytta termen för w = O i C^ samt addera C^ och G^l 



y— 1 

2 

r— 2 



^ = n 



^ = n^l 



V^ (— l)n ^2v> I -^ 2^ . , , '2n— 2)ut>H V^ 2ti . . . 2n — 2/u 1 



» = i 



Ai = 



Ai = 



Det inom parenthesen stående uttrycket kan emellertid 
förkortas till 



«(2n,v)=^(-ir 



V-^/Å 



fi = 
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Cy skulle alltså få utseendet 



(i — 1 

2 
\ r — 2 



eller . 



1 V^(— l)»»a?2«fl(2w,v) 



n = l 



n = < 



y— 1 

S 
y-^2 

2 



•=E 



(_l)n^2Hc((2n,v) 



n=0 



För jB^ skuHe vi erhålla: 



B, = Jo (^) -T:;r- ^^ = 



;2:»' 



:j^ 



oo 



y— 2 






in=^ ö 



»1 = 



ell( 



eller 



fr— 1 



(_i).v/Y^(-i> 



By-^ ... 7 ,2^:^ 



a;" 



►^2m V-^ / m/ \ 



m = P 



n=0 
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— 

\ 2 m = n 



: o ' n = O 



Emellertid kan detta uttryck förenklas genom samman- 
dragning af a\^n,v\ Vi hafva nämligen enl. def. 

1 2w 1 2w(2w— 1) 1- 1 

a(2M--7+Y^:n^ rrr"v=2+ ~'^¥n. 

Om högra membrum sättes under en gemensam nämnare 
kan den skrifvas under formeri: 

v(v— 1). ."~" (v— 2w) 

Genom att verkställa uppmultipliceringen af nämnarne i 
a (2w, t') samt succéssift sätta> = 1, 2, . . . 2w få vi 

'v . ■ . ) . 

(»•'22H+g22"-i+y.22»*-3+. ;/+|.2 = 



;« • 2n2*^+/3 • 2n2*^-^-i + . . . . +^- 2n = o 

Vi hafva här om J frånses 2n obekant^., mellan hvilka 
2w linjära homogena ekvationer existera, och determinanten 
för koefficienterna är från noll skiljd. Alla koefficienterna 
a . . . J måste därför vara noll, hvarför vi kunna skrifva: 

2»/ 
v (v— 1) . . . {y—2n) 
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B v kan därför skrifvas: 









x" Z^ 2'"" ,^(M/w-w.')''v(v-l)(v-2n) 

w = O » = 6 

Af detta uttryck på 3v framgår att för udda v måste 'Bv 
vara en polynom i — och för jämna v. en polvnom i -.;. 

För m = erhålles koefficienten för — 

x^ 

1 



För m = l kofifficiénten för 



X 



v-i • 



(-l)''vl|l 2 

-4- 



4 ' |v v 
För m = 2: 

{-iy-yv\.[\ 1 , 2 

-f •; .w — ^ + 



—1 I 

iv-l)(y-2)\ 



16 14 v v{y-l){v-2) v (v-l)(v-2)(v-3)(v-4) 

För m = 3: 
(-1)" vt f 1 1 1 1 6 20 



64 (36 V 2 v (v-1) (v-2) v v-4 v . . . . v-6j 

Här nedan äro några B v uträknade: 

1 

x 
1 

-»2 = — -a 

o: — 
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jBe = — -« (120 — 33a;' + 3a;') 
"" X 

B, = -^ (720 — 192a;! + 15a;* — V) 
o;' 



För små vexeltal bestämmes jB^' värde af de första ter- 
merna. Om däremot vexeltalet är stort komma de sista ter- 
merna i stället att hafva största inflytandet. Vi skola därför 

iDestämma koefficienterna för -> -^' -5 och — .. Till den ändan 

X X X o?* 

återgå vi till rekuiTsionsformeln för Bv\ 

v-2 (v-2)(v-3) 

Vi antaga för v vara udda. Sista termen är då af första 
graden i — På högra sidan innehåller ingen term - till 

X X 

första graden mer än den sista. Om vi därför kalla koeff. 
för — i jBy för 6'^^ ^ ^, få vi: 

X 

■ ^'%y + l= — ^\,-y=^\y-i= etc. 
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men för »' = hafva vi hmuit 

h\ = l 
alltså måste 

Vi fortsätta med att bestämma koefficienten för -5. En 

.1 ^ 

term i -^ förekommer endast för jämna v\ vi kalla denna 
koefficient därför 6",^. Genom att undersöka, i hvilka ter- 
mer i rekurrsionsf ormen -5 förekommer få vi likheten: 

X 



eller 



^ 2y — ^ %v-l ^ 2V-2 



(-l)6",,= l+(-ir-*6V-s- 



Nn hafva vi förut funnit att l'l = — 1 alltså 

b\=l + 1 = 2 
— &"j= 1 + 2 = 3 
5"8=l + 3 = 4etc. 

alltså i allmänhet 

6"..=(-ir-v 

Vi öfvergå nu till koefficienten för -g, hvilken vi analogt; 

X 

kalla V^y + 1. Vi erhålla likheten 

*'".. + X = - &".. + (2v - 1) &',,_, - b'%, _ , 
eller 
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Genom att i denna formel successivt sätta v = 1, 2, v 

samt addera de så erhållna likheterna få vi, emedan h'l'^0 

( n. + i,"' _aLiL±l) , V(3v+1) 



2y + 1 ^ ^ 2 

IV IV 

Slutligen skola vi bestämma h^y , där h^y är koefficienten för 
1' På samma sätt som förut erhålles ekvationssystemet: 

6'^=— r + ^ZlZ^ft" _ (2v— 2)(2v-3)6' - C «. 

2f/ 2|/— 1 1 2f— 2 ^ ^^ ^ 2|/— 3 21/— 2 

eller efter insättning och ordnande af termerna: 

(-i)V;^ - (-i)''-6*;_3=_ »/,(,_!) (5, -6). 

Som denna ekvation gäller äfven för i/ = l och i^ = 2, 

erhålles ( — V^a genom att sätta successift i^ = 1, 2 v 

och addera de så uppkomna ekvationerna. 



Vi få: 



p iw v(v— l)(5v— 4) 

(—1)62^= — — 



2 
eller 

IV r-1 v(v— l)(5v— 4) 

*2,^ = (— 1) 2~" ' 

Vi öfvergå nu till bestämmandet af koefficienterna A^. 
Vi utgå då från erhållna uttrycket på B^ samt relationen 
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^.~- 



Vi hafva erhållit: 



\r — 2 

2 n^^m 






Differentiera detta uttryck i af seende på x: 



2 

v — 2 



_ (— if Vy^ ( -pV "* V^ 2n/(2m— v) 



2"" ^-^(^ 

o n= o 



Andra v till i' + 1 i ^v^ 



.0'v(v— l)...(v— 2n) 



y — 2 

2 H^=-i!n 



"■^^ V + ^ ^ 2"" -Z^Cw/w— n.O'(v + l)-v...(v— 



w = n= O 



2n+l) 



Om vi för tillfället bortse från termen \B^ j^ ^ för m= — 

Ii 

få vi genom subtraktion för vi y: 



1 



v — 2 
2 n=m 






m = n = O 
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y— 1 

2 
v— 2 



ifj- 






2n!(2m-2n) 



•» = 



w — nf)y' v — 1 ... v — 2w 



1/ — 1 



n = m — 1 



"a;""' -^ 2*""' Z-/(m/»»— n-OS-v — 1...V— 

»1=1 n = 



2n 



J.V börjar sålunda med "Tzrj. Vidare är att ihågkomma 

X 

att för jämna r den sista termen i Av fattas; vi skola strax 



se att denna term är ( — 1) 



X' 



För att erhålla generella 



1 1 1 1 

uttryck på koefficienterna ;;;;;— l, 3:173, 3:375, 31::^ hafva vi 

endast att sätta m = 1, 2, 3, 4 och erhålla: 
(=1 Vä (-!)"• v -1/ 



m = 2 



(-1) v/|l 



«. = 3 L->->J^|.i-4 



8 (2 v y(v 

2 



--2- i 

-l)(v-2)| 



+ -7 



6 



32 |12i' K"— l)(v— 2) v(y— l)(v — 2)(v — 3)(v-4)J 

Med användande af of^an erhållna formler få vi följande 
värden på de 8 första Ayi 
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^1=0 



^2= 


1 

X 






Ä,= 


1 

x' 






A= 


1 


-o:») 




A= 


1 

a;* 


(12- 


2»*) 



^6 = ^ (60 -9 «*+«*) 

^7 = — 6 (360-51*» + 8«*) 



A = — (2520-345** + IS»*-**) 



Vi öfvergå nu till bestämmandet af koefficienterna för de 
sista termerna i Äy och begagna oss till den ändan af recurr- 
sionsformeln för Ay, Vi använda samma beteckningssätt som 
vid By fast med ersättande af h med a. 



1. Koefficienterna för —: 

X 



a +d =0 

2y 21^—2 



«Uer (-irV = (-l)''~'"2^-* 
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tvaraf, åkÄ2 = -: 
no 



«..=(- ir 



2. Koefficienterna för -5^: 



eller 



2»/+l 2^ — 1 



^ ^ 2V+1 ^ 2i'-l 



genom summering från y = 1 till y = v och addering 

^ ^ 2*^+1 



2»'+l ^ ^ 



3. Koefficienterna för -r-: 



a = — a +(2)/— 2) a --a 

2f 21^—1 . 2»'— 2 2V—2 



eller 



i-iya -i-iy-^a =v-l + 2v-2==3v-3 
genom summering från t^ = I till p = p erhålles: 



(-!"«- =|v(v-l) 



«ller 



3 -.r 



«;:=2(-i)-''(v-i) 
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4. Koefficienten för -7: 



oT^ =-a" +(2v--l)a" -{2v~l){2v-2)d -a'"" 

2|/+1 2y ^ 2y-l 2P—2 2V—T 

eller 

(-l/.a'^ -(_l).'-i«iv =- (v_i)(5v-2) 

^ ^ 2i/+ 1 ^ ^ 2^-1 2 

summeras de likheter, som häraf erhålles när v sättes = 1, 2 . . • v 
få vi: 



eller 



C = (--l>'"^^<^-l)(5v + 2) 



Vi återgå nu till våra serieutvecklingar efter potenser påL 
h för att ur dem bestämma den del af siälfinduktionskoeffi* 
cient och motstånd, som beror på jämmantelns närvaro. 

Vi hafva funnit: 

Er- '^ ■ - ■■ ' 



27rv x^x^ 

1"="1.2 



7^2+^-17 A+' 



A* . A» 



E,= 



fxiv S 1.2*'^'^l-2-3" 



" 2 TT»* X^Xi 



-^2 + 1 o-^'+" • • ■ 
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Täljarne börja med samma potens på h nämligen h^ 
emedan B^+x^B2'=^^- Genom subtraktion erhålles: 



27rv X1X2 



Y^-f— ^8+... 



Såsom man lätt öfvertygar sig om börjar koefficienten 
X. Av — B v — Ä?i jBy+i med en term i • Koefficienten 

för h^ blir 1. Vi införa beteckningen — ==d; (d är således 

en reel kvantitet) samt skrifva formeln för E^ — E^ på föl- 
jande sätt: 

JB2 — -El— Om..,^^ Ä 



27j:v^0C2 X1A2 « x^ Äz 



1-2 



00 

V-2 



^U- ~ {X^Ay-VBy-X^Bv+l) 

27ir 0^2 



y^^^ a?;-^,.^! 



»'=1 



Vi öfvergå nu till att närmare bestämiöa koefficienterna 
i täljaren. 
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Vi ha fuimii: 



1 

v — 2 



. _{—l)''-\!\^(—l)'*x'"" 



n^m 



xA 



.)'^"'V V^ (— ira^'^ V^ 2n/ (2m — 2n) 



gam 

=0 n=0 



+ e(-iy 



r— 1 



1/ — 1 

2 

"| y— 2 



2w/.v 



2"" Z-/«-' »»—»/)' v • v— 1 . . .v— 2n 

m=0 n=0 



2 
1/ — 2 

2 



XBy^l^ 



a?" 



Z (_^)m^ 2>n Y^ 2n/ (v+1) ^__ 



l»=0 



+ f(— 1) 



Om vi först h&lla oss till hvad som erhålles inom det 
andra summationstecknet få vi 



2nl 



2 m— 2n 



(«/ m — n!f v . . . v — 2n \ v — 2n v — 2n 

2nJ 



+ 1 = 



(»/ m-^—nlf y+ 



i:^:^:::^;» (2m-2n-2n) = 



2n! (2m— 4w) 
_ — _ — , 

(w/ m — n!)v, . . v — 2n 
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Den extra, termen för jämna v-värden blir 



-t. 



2K-1) 



Om vi kalla koefficienten för d^ i täljaren för Dy få ri 
därför följande uttryck på Dy: 



p — 1 

2 

P — 2 



D.= ^, 



(-i)*^'\^(— ir**'" 



2w/ (2w— 4w) 
2"'"» Xp/(«/ )n--M.O' . v . . . v— 2n 

»t=0 m=0 



2^ 2*'» 2p/c 



4- 



+ 



2e 



(-1)' .1 



•:Z; 



D^= 



För m = 1 erhålles 

( — l)»'fl 2 



f 1 _ 2 ] (-1)^ _^ 

\v y(v— 1) (v— 2)1 ^^ ' v! ""^^ ' 



2 I v v (v 



sista termerna medtages endast för v = 2, då däremot icke 
första termen får medtagas. 
För m = 2 



när I' =4: 



2^(-l) 
v/ 



när v> 4: 



(-i)''-Mi 



16 



etc. 



Ii 

|v v(v— 1 



24 



)(v-2)(v-3)(v-4) 
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Vår serie i täljaren var nu konvergent för ett visst värde 

oo 
på Xi så länge | Ä | <C| ^ij .Serien l^å^^Dy är därför konvergent 

v=2 

m 

för hvarje ändligt x värde från noll skiljdt så länge d<l. 
Betraktad såsom en serie, hvars termer äro serier i Xi är 
den likformigt konvergent på hvarje cirkel med ändlig radie 
kring origo. Vi kunna därför omflytta termerna så 

oo 
att ^d^^Dy omändras till en serie efter potenser på Xi; 

y=2 

samma gäller naturligtvis för nämnaren. Vi öfvergå nu till 

denna transformering först för täljaren. Vi fixera ett visst 

m. Den fÖrstä Dy, där detta m förekommer är tydligen 2)2 m 

2 (— i)°i-i 

och är där koefficienten för x'^-^ lika med -— 

2 ml 

Koefficienten för a;2m— 2 skulle därför bli: 



2m! ^ '^~2^'^ 2^ {ntm-niy ^vv-l. ..v-2n 

Vi införa 

(p(2m+l,n)=2n.r> ^ ^ 

p=z2m + 1 

Täljaren får då följande utseende: 



ZJ \2m! 2^'»^ (n/»»-n.O* 
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För w = 1 erhålla vi den konstanta termen till att vara 



å'-l{(p{i,0)-(pi'i,l)]. 



För m = 2 erhålles koefficienten för x^: 



^^^[(Pib,0)-<p(6,2] 



(p (m, n) är en serie som börjar med en term i å^; koeffi- 
cienten för x*^ börjar därför med å^. Genom integration af 
serien för log (1 + å) finner man att y (m, n) är en funktion, 
som är lineär i log (1 + å) samt en polynom i <J. Det torde 
därför vara af ett visst intresse att sätta serien y (wi, n) i en 
ändlig form. Till den ändan skrifva vi: 



v:=m — 1 



(p(m,w) = (p(2n+l,w)-2w! V---— -"''• 

/ j v ... v — 2 n 



y = 2n+ 1 



Enligt en förut erhållen relation är: 



2n! _l_2w 1_ 1^ _ 

v,..v — 2n vi v— 1 v — 2w 



r = 2n 

Alltså 

OO r =2» 

. v X^ \^ 2n...2n — r+l(—iy-^d'' 

<P(2n+i,n)=2^ Ij-^r — 77 — ;_, = 

i=2n+l r = 
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r = 2n 



_V^2«...2n — 



fn — y+1 ^^(—ly-^-^ö'"-^ 
r! / J y — r "" 



r=2n l' = 2n 



E2M...2n — r+l I Y^(— l)''-«~-i<J''-'-l 



r=2n |/ = 2n 



Y^ 2n . . . 2n — r+ 1 V^ (— l)»'-'--! , 



(— l)»'-r-l jr 

r = o >/=r + 1 

y = 2n y=rj/— 1 






y = l 



y = 2 n 

= (1 +<J)*- log (1 +d) ^IJ~ ^^""^ ''^ *' ^^**' ''^' 
»-= 1 

hvarest 

1 2n 1 2»-2n-l 1 

« (2«,v) = -- + - -_-^— ^^2— ;^4- . . . + 

2w. . . 2n-v + 2 
+ <-^)^ 1...V-1 

Vi få aUtså: 

y = 2 n 

(p (m, n) = (1 + d)'" log (1 + d) + V (— l)''-'^ "" «'(2n, v) — 

v=m—l 






2n 

i/=2n + 1 



Digitized by VjOOQ IC 



47 

Yi skola bestämma några <p (m, n). 

Enligt den ursprungliga betydelsen för y [m, n) se vi 
genast att: 

OO y = m- l 

(P(m,-1) = V (- 1) »'-M " - V ( - 1) "-1 d " = 



y = l 






^ (-l)m-2Jm-l 

2''' "^ w-1 



Ur ofvanstående formel: 



V = m — 1 



<p(«»,0) = log(H-d)- " 



'-Z' 



V 



y = m — 1 



(P(m, 1) = (1 + <))nog(l + 6)-[å + §^V2^-(7Z^_S^) 
(P(m, 2) = (i + dYlogil + ,))- {(5+ 16» + \^å' + V ö*} - 

' = m— 1 



24 



^ = »1— 1 

(-l)»'-i(J'' 



'(v-l)(v-2)(v-3)(v-4) 
(?(m, 3)= {(l+d/logd +,))-(d +y 6» + V<5*+V dVfJ6»)} - 

Z^v , . . v-6* 



y = 7 
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För den konstanta termen i täljaren, hvilken var 

<)^-i{(p(3,0)-(p(3,l)} få vi 

<5'-i{log(l +d)- j + |— (1 + <))Mog (1 + d) + j + f «ij': 
= ilog(l + ö) {(!+<))*- l|=(d + |]log(l+ i). 



I allmänhet blir dock serieutvecklingen för y (m, n) be- 
kvämare i synnerhet när ö är liten. 

Vi öfvergå nu till nämnaren i vår formel för E2 — Ei. 
Den kan skrifvas: 



SJU 

E 



Av 

ij''-i xr-^ -^^ 



' v — l! 

P=2 



men enligt de formler vi förut erhållit är 

I»' — 2 

^^-^A,_ ^_^ Y^(— l)»^*"^* Y^ 2n/ ( m—n) 
___^ = (-I)" iv^ g,»..! Z^i^fm-nif . v. . .v-2n "*" 



. fn=l n=0 
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Multiplicera med å och summera från r;=2 tUl oo; 



_2 



OO 12. n=m — 1 



ZJ y (— l)'"a!* »-'y 2n! {m—n) 1' 

\Z^ 2*"-* Z^{n! m — n!f v...v—2n'^ 



y=2 in=l n=0 

I' 
(—1)' ^"-2 

V 1/ 

Vi ändra nu om summationsordningen på m och v och 
erhålla då nämnaren under formen: 

m=oo 



Z<-«"'^'""i£T^ 



n=OT— 1 00 



2»-i ^(„r „f_„.f)« 2^v—l . . . v— 2n 

n=0 y=2?»+l 



eller med begagnande af förut använda beteckningssätt: 

w=00 

Z(_l)".-V^«-i) [_^_ , 
- 1 2w— 1.' ^ 



1 V (»»—«) 1 

n = 



Om — , som är lika med ; , införes i nämnaren, ha 

^2 ^ + S 
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vi ätt miiltiplicei^a of vånstående med 1 + d. Den konstanta 
termen, hvilken erhålles genom att sätta m = l blir då 

(l+(5){d+ iy (2,-1)} =(H-(5) |,5+i ^- \ dj, . 

= 6(i+ö)..lj.. =å+ --. 

l+Ö 2 

Termen i js* erEålles genom att ställa m = 2: 

• -•(1 + «5){|'.+ I(i9(4,-l) + v(4 1))'| - 

och för x^: 

— f 

(^+^^ {!"/ + 2^ (l^2 '' (6'0) +i y (6,l) + i y(6,2))} 



Diskussion af sjelflnduktionskoefficient och motstånd. 

Vi hafva nu erhållit följande uttryck fÖr E2—E1: 



Z- ; ., I 2a'"" 1 V^ 2m— 4n \ 

(-l)-.f-{^-^2^^^^^-^y(2«^+l, n)} 



7^_i^*^ rf »!^^i 



Enligt definition är 



x^ = — lU 
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t;^ 



För järn är /=:1(>-* och vid de svaga strömmar som vid 
telefonering komma ifråga är fi = 100. Om innerledarens 
diameter vore 2 mm., och jämmanteln pålagd direkt på den- 
samma (fast isolerad från innerledaren) skulle vi få 

v 

v 

För v = 1000 skulle därför såväl i nämnaren som i täljaTen 
endast de två första termerna behöfva medtagas. I en första 
approximation skrifva vi därför: 

8 ~ 2-nv'' i +f^.^.x,{l 4- ()){^; + i(é(p(4,-l) + <p(4,l))}' 
sätt: 

^ ^ — tV(^(5'0>-(P(5,2)) 



^ + ? 



, _ (1 +_^) {-^^ + |(^<p(4,-l) + ip (4,1)2} 






vi få då: 



£2 — £^_ /ujv l og(l ^,6)—L x^ 
" ä" ~ ~ 2W' i— Jfa;' 



För y = o l>lir .r=iO och sålunda 

E^—Ex . Liv , /i , ^N . /^««^ 1 ^2 
S 2'7iv^ 2 7; v'' fl 
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Enligt hvad vi förut har funnit representerar den iinagi* 
nära delen af högra membrun dividerad med iv sjelfinduk- 
* tionskoefficienten och den reella delen motståndet. 
För mycket låga svängningstal blir därför 

sjelfinduktionskoefficienten = — ^ log ^ 

och" motståndet =3 O 

d. v. s. samma värden, som för konstant ström. 

Insätt x\^= — iu 

S 27rAr' 1 + i3Iu 

eller efter reducering: 

E,-E, _ iu H'^ + LMu'+i{Lu—Mulög'^) 
S '~27ehr', 1 + Jf V ~ 

Motståndsökniugen genom mantelns anbringande blir 
däi'för: 

1 t*^(Jflog^-i) 

27jAr;~" 1 + itf'w' 

och ökningen af sjelfinduktionskoefficienten: 



2nv'' l + itTi*" 

ö är antagen mindre än 1. Om ö är liten kan man i en 
första approximation kasta boi*t alla potenser på d i /> och 
M med undantag af den lägsta. Vi skulle då få: 

L=^;M=^; 3/log *■*—/.= ^'- ; LMu^ = -^ «^ 

12 6 . ^t\ 12 72 
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Med denna approximation få Ti: 

Motståndsoknmgen = ^^, -^^, -- 

Sjelfinduktionsökningen = — ^ • log — ^-2 

2^t; ri åu 

Ökningen i motståndet är synbarligen i hög grad bero- 
ende af d; för små u är den nämligen proportionel mot 5*. 

Som u är lika med ~^-~ synes att motståndsökningen är 

proportionell mot A /t*' och v^. SjelfinduktionsÖkningen är 
däremot proportionell mot d. För att erhålla Ökning i tids- 
konstant genom att applicera en jämmantel kring t. ex. deii 
inre ledaren är det nödvändigt att ö tages liten. För svaga 
magnetiöerandé krafter t. ex. vid telefonströmmar kan man 
sätta /M = 100 i elektromagnetiska systemet. X är för järn 
ungefär 10"""*;^^ skulle därför i så fall bli = 47il0~. i^^rj 
eller om vi antaga r, = O, i em lika med 47il0*^ ^-. Antaga 
vi t. ex. (J=0,8 få vi 

motståndsokuingen = 



^ är motståndet mot en ström genom järnmanteln. 



För små värden på å skulle man kunna skrifva: 

l(— 1) X, å 



2L 2m/ 

jE?2 — -^1 _. j^ii^»»=i ;„ 



S 'iltV^ ^, ^\*»— ^ 2m— 2 2m— 1 



E^ 



2m— 1/ 
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eller då d xi =;sa?2 



( 1) X^ 






V (-i) v 

^ 2w— 1/ 



w=l 



Undersökning af sjelfinduktionskoefReient oeh / 
motstånd för stora vården p^ v. 

När 1/ blir mycket stort blir Bamma .iörhåUandet med ^^ 
I våra koefficienter JL^, B^ och D^^ hvilka äro polynomer i 

— , blifva de lägsta potensema de, som äro viktigast. Vi hah'a 

•^. •■ ' 

förut (sid. 33, 38) beräknat dem, om vi sätta v=z2v få vi för 
jämna v: ^ 

och för udda v och v=^2v^ + \ 

( ^Y'+^ 

^ . J}^ ^—i^ v'(v'-l)(2v'+l) 

X 

Med sämina beteckningssätt få vi för jämna v: 

' >, = (-l)'''-4+|(-l/v'(v'-l)^3- 

och för udda v: 

A={-l)^v'^+ (_l/+i|'.(v'_i)(5v' + 2)> 

_ . •*' . ^ X 
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Om vi därför sammanföra de terpier i täljareu för Iivilka 
v är jämn & vi" - 

00 ,00 

V^ h'" 1 V^(— 1)" . K"— 1) ,„ 



Få samma sätt om de udda termerna sammanföras: 



°° u^y-^^ lY^Ä^""^^ 



Hela täljaren blir alltså: 

00 

2(l-cosÄ) +^-22^(~l)-oT-, ^'' + 



2i// 



00 



t,l£(-i)'^^^'-t''*- 






eller om man införa = — 



op 



Täljaren == 2 (1— cos h) + cJ' V(_i)»' ^''^^) a?.".!' + 



r=l 



00 
.3 V^, .N»'~l Kv— 1) ,2^-2 
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Nämnaren = — {sin ä + i > -^ V- Ä^*' ^ + 



^=1 



°° .r^l «> 



.,8 V (-l) ' V(V+1) .2»>+1 1^8 V. ^,v V(V+1) (6v+7) ,8.>-l 



y=l J/=l 



Genom insättning i vår formel för E^ — E^ skulle vi er- 
hålla en likhet af följande utsende 

E^—E^ = M^y J^ 2(1— c osA) + 3' o ' 
Ä 2 TT v* x^ sin Ä 4- dO 

Serien i täljaren och nämnaren kunna emellertid lätt 
sättas under ändlig form. 
Vi hafva likheterna: 



oo 



/ ix" ^^ — 1) 2y— 2 1 sin Ä Ä COS Ä 



v=\ 



QO 






y=i 



oo ^ 

sin A+Ä^ sin Ä— 7* cos A 



Z^ 2v+l/ '^ "' 



»»=1 
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Genom införande af dessa likbetor få vi 

sin A+y (co9 A— 1)+| ri (sinÄ+A sinÄ-AcosA) 



För stora x värden kunna Ti därför skrifva: 
Ei—Ei iJiiv 1 2(1 — cosA) — J(d' — d') cos 



S 2 TT v* a^a sin A + I d* sin A 



i v 1 *g 1 <2 + i {d'~å') ~ i (d'-d') ctg Y 



2 TT v* V, d + M') 



För stora värden på h närmar sig tg — till -r ; 



följaktligen 



Er-El _ _M1 . X l+i(<> — <^' ) 

S ~ TU? ' Xi 1+A 



, ,_ l--i 

men x. = y — iu =V w 



i 



V'2 



1 ._ l+i 

— = /« 



Alltså 

fk—Ei _ _M1 ' J_ 1+1 (dl -3' ) ,, ^ .. 
" ,<? ~ wr* V27* 1+f d' ^^■^*^- 



Digitized by VjOOQ IC 



SjelfinduktioBakoeffiei^ten 



■. "V. 

Motståndet 



2n'V y Av 1 + 1 d' 



_ 1 yf^i + i 

\l2'7r'v y A 1 



i(<J-<J') 



l«J' 



Uppdelad metallmantel. 

Ti öfvergå nu till det antagandet ^tt metallmanteln icke 
är fullt homoge» utan uppdelad m^d^l8t isolerande ekvidi- 
stanta sektioner. På så J^ätt består manteln af omyexlande 
ledande och oledande delar. Praktiskt taget erhålles en dylik 
mantel om en t^råd med rektangulär sektion i täta hvarf upp- 
lindas kying innerled9rfen, sedan tråden blifvit dragen genom 
något isolerande ämne, så att hvarfven bli isolerade från 
4i varandra.- Längden af en metallsektion kalla vi V och längden 
af en isolerande ^^l^tion /'''; dessutom göra vi det antagandet 
att V är stor i förhållande till l"\ För mycket långsamma 
vexlingar i strömmen kommer manteln tydligen icke att verka 
såsom ledare, men sjelfinduktionen blir däremot betydligt 
ökad till följd af mantelns anbringande om densamma; manteln 
förutsattes bestå af järn. För snabba vexeltal blir dock 
förhållandet annorlunda. Heavisiide har behandladt ett 
liknande problem nämligen: »induction in a divided core» 
(Elektromagnetic ^apers Vol. 1 sid. 374). Han antager att 
de longitudinella - led^ingsifirtröiiamaifue i kärnaoiB ledande 
delar fortsättas af •. förskjutningsströipmar i de isolerade 
skikten. På så sätt skulle den uppdelade manteln komma 
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att Terka som en mäOigd i serie kopplade kondensatorer, och 
beräkningen skulle ske p4 samma f {Itt, söm om manteln vore 
en halfledare. Dielektricitetskonstanten för isoleringsskiokteu 
kalla vi «' och den longitudinella elektriska kraften i dem J^"; 
ledande delarnes ledbingaförnäåga A'. Geupmträngligheten hos 
isoleringsskikten antages vara /u^ och hos metaUsektionerna 
/*'. Som den elektriska strömmens normalkomponent alltid är 
kontinuerlig får H samma värde för ett visst r öfverallt i 
manteln. Den första hufvudlagen g^r oss följande ekvationer 

/d^'" v d . 

A'£'=:^|;(rfl). , . .' (2) 

Om vi vidare antaga n stycken sektioner, af endera 
slaget per längdenhet gifyer den andra hufvudlagen (induk- 
tionslagen) ekvationen: 

eller om vi införa: 

dH^ dE 
** dt"^^ dr' 



I likhet med hvad förut antagits låta vi de olika krafterna 

d 
dt 
ning med resp. nV" och ni': 



vara funktioner af formen /(r, z)e^\ I så fall kunna vi skrifva 

-=ir. Af ekvationerna (1) och (2) erhålles genom förläng- 
da 
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eller 

E v d 

Vi införa beteckningame 

*'v , t" 

Vår sist skrifna ekvation får då formen 



€'v{l-\-tv)(u-\-iw)E v d 



u^+w^ r dr 

eller om vi införa 



TJrH) 






ti^ + W 






v fi 

r dr 



om 



få vi 



ev 
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Yåra ekratioiier få på nå sätt samma form, som om 
metallmanteln vore en halfledare med konstanterna «, ky fi. 
För tc = öfvergår e till noll, X till X' och (å till /ia'; för i/ = 

blir «==*' , X = och u = oo* För y = oo blir « = 0, 

te; 

i = A' (1 + m). Beräkningen af strömförloppet i metallmanteln 

blir exakt samma som förut blott med den skillnaden, att 

förskjntningsströmmen i ledaren icke längre får försummas. 

Yi få därför såsom definition på x sätta: 



hvarest 



eller om vi införa 



x — fir 


v 


v 


'^Y^-i: 



Vi kunna nu direkt tillämpa våra (sid. 52) erhållna formler 
för bestämning af motstånds- och själfinduktionsökningen i 
följd af metallmantelns närvaro. Vi antaga att r har samma 
storlek som förekommer i telefontekniken i afseende på tal- 
strömmame t. ex. y = 5000; fi sätta vi i elektromagnetisk- 
systemet lika med liX). Antaga vidare é'=:2. i samma 
system. I elektromagnetiska systemet få vi 



, € •v 1 


1 ?•/ 1 


" = \" 9 . 10'» 


u^ to \' 9 •10'''' 
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M kan därför i fi sättas lika med noll hvarför 

v v- v 



fi 



« I / ,1 +«; 



$ är sålunda \eii liten kvantitet hvarför samma blir förhållan- 
det med X. Utan att begå något nämnvärdt fel kunna vi 
därför begagna oss af den formel vi erhållit sid. 51. 

x^ är här reell och dessutom mycket liten. Vi se sålunda^ 
att någon ökning i motstånd hos systemet eller m. a. o. någon 
värmeutveckling i jämmanteln icke skulle kunna ega rum för de 
svängningstal, som förekomma inom telefontekniken. Emeller- 
tid har praktiken, såsom äf ven i början af denna uppsats på- 
pekades, visat, att om manteln icke är mycket starkt upp- 
delad, en ganska stor motståndsökning äger rum, hvilken icke 
kan förklaras genom hysteresis. Det återstår därför intet 
annat än att frångå antagandet, att manteln verkar som en 
halfledare. De vågsystem, som utifrån och innifrån träffa 
manteln, fortplanta sig säkerligen betydligt olika i de isole- 
lérande och de ledande skickten. 

I det föregående hafva vi antagit, att fördelningen äf 
magnetiska och elektriska krafter i dielektrikum mellan ledarne' 
sker på samma sätt, som om strömmen i motsvarande sektion 
af ledäi*né vore semistationär. Detta innebär egentligen ingen- 
ting annat, än att vi antaga ledningssystemet haiva så liten 
sektion i förhållande till våglängden, att de från inner- och 
ytterledarne utgående TÄdiella vågorna kunna anses samtidigt 
träffa alla punkter, i dielektriktim, som tillhora sektionen. 
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När metallmantela är skicktad^ antaga vi nu^iatt samma eger 
mm, så att i hvarje ögonblick t. ex. den magnetiska kraften 
i de isolerande skickten äro samma som om strömmen vore 
stationär. I så. fall. kommer _ inträngningeA i d^, ledande 
delarne att samtidigt ega rum från ledarens alla sidor hvari- 
genom verkliga hvirfvelströmmar uppstå i mantelns mBtall- 
delar. Förskjutningsströmmame i dielektrikum liaellaii de 
ledande sektionerna försummas, då de, såsom vi nyss sett, så 
ytterst litet kunna bidi^aga till motståndsÖkniiigeri^ För att 
förenkla problemet antaga vi de ledande delarne hos manteln 
hafva cirkelformig sektion med radien a. En sådan mantel 
skulle approximatift erhållas, om man öfverdrog den inre 
ledaren med isolerande ämne- samt Utanpå i täta hvarf upp- 
lindade järntråd med cirkulär sektion. Vi taga en speciel. 
ledande ring af manteln i betraktande, kalla afståndet från 
innerledärens centrallinje till ringens sektions medelpunkt 
för r, radien i denna sektion till- ^ti ytélement för q, samt 
vinkeln mellan denna radie och riktningen r räknad från 
sektionens medelpunkt mot innerledaren för y. Enligt sym- 
m^trien är ff öfverållt vdnkelrätmot ringens cirkulara sektion och 
de elektriska krafterna äro helt och hållet belägna i sektions- 
ytan. Vi uppdela den elektriska kraften i tvänne komposanter 
den ^na riktad utmed ^, E\ och den andra E vinkelrät mot q 
samt riktad så att en ström i E^ riktning skulle åstadkomma 
ett magnetiskt fält i H* riktning. Vi tillämpa induktions- 
lagen på en yta i sektionen, som begränsas af tvänne radier q 
och tvänne mellan dem gående ciitelbågar koncentriska 
med sektionens ytterlinje och* erhålla: 

Tillämpa yi därefter den andra grundekvationen, dels på 
en yta som begränsas af en del af ringmanteln med radien q 
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samt tvänne i denna mantel liggande linjeelement parallela 
med -ff f å vi : 



(r — e cosq>)QÅlf' = v— [{r—Q cos y) B]. 

Samma lag tillämpad på en yta begränsad af tvänne 
j)arallela q och tvänne linjer parallela med H lämnar: 

d 
{r — eGosf)\E = — v — [{r~Q cosy) • H], 

I dessa tre ekvationer införa vi: 

hvarigenom vårt ekvationssystem får utseendet: 

da ' "' df 



d „, .äQ^f 

/^«^(rÄ')=— »r-^7^ +vr' 



r'QAE" = v^(rH') 



♦^AJB' = -i;^-(rÄ') 



Vi införa E' och E" ur de två sista i den första och få 
för bestämmande af JT ekvationen 

tlx^vH' t' d lQdH'\ r' d lQdH'\ 
v' ~ adn \r' dalQ^ d<p \r' d<p j 



eller 



iuAvH' éPH'' IdH' . ld»fl 



'» »' 



_ + __^__+_^ 



J- + 



+ 



dg^ Q dQ (i df 

sin v dH\ 



Il dB' 



Q df r 



Digitized by 



Google 



65 

För vidare bestämiiing af B! hafva vi villkoret, att för 
Q=za f^H skall vara konstant emedan Ä = i; • 2 tt r^H] alltså 
skall W för Qz=a vara oberoende af y. Dessutom får W icke 
bli oändlig för något värde på q mindre än a. Om vi i en 
första approximation sätta r'=r, hvilket är tillåtet om a är 
en liten kvantitet i förhållande till r, bortfaller sista termen 
och vår ekvation blir 



eller om vi införa: 



KvH' 
v' 

föra: 


= 


dQ' 


+ 


1 dH' 
Q dq ^ 


1 


d'H' 

dy* 




/3 


-\ 


Iz 


- i fx hv 

v' 







dx^ X dx o? d(/ 

Såsom lösning till denna ekvation sätta vi, alldenstund H' 
måste hafva samma värde för posit. som negativa gp: 

H' = Hq + ^1 cos y + i&2 cos 2 sp + . . . . 

hvarest Hy äro enbart funktioner af g, hvilka utom Ho skola 
försvinna för Q = a. 

Hy måste därför satisfiera ekvationen 



^H, 1 dOy 

dx^ X dx 



y: + ^^^-^ + H,[i-'^^= o 



Hv är alltså en Besselsk funktion af ordningen y^ Den 
Neumannska funktionen Y [x] i integralen måste hafva noll 
till koefficient, emedan Hv måste vara ändlig för ^ = 0. 

5 



Digitized by VjOOQ IC 



66 

Yår uppgift är emellertid icke att bestämma ^allmänt 
utan att bestämma själfinduktionskoefficienten och motstån- 

/•2.T 

det, hvilka bestämmas af — I q E' dg> 



Pin 
af — U E^ 



Vi hafva med samma approximation som förut 

da 

vid en integrering mellan gränserna O och 2 ti försvinna nu 
alla termer i utvecklingen på H' utom den första. Vi kunna 
därför sätta 

C^^ , d /^27. an, 

-XJQ JE dSP= + V'Q ^ /^o dy = + 2;rt;^ ^df ^^ ~ ^'' 

o 'o 

Föri^estämmande ai(Ho få vi ekvationen: 
d^IIo 1 dH^ 

Alltså: 

S 



För x=fi*a skall Ho vara lika med 
följaktligen blir 

A = 



27rv'rIo{/^a) 
Insätta vi detta värde på A erhålles: 



Sjl Ir Ufia) 
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Yi öfvergå nu till att 'bestämma nästa approximation till vår 
allmänna differentialekvation i If, hvilken kan skrifvas: 



dx^ X dx 



Id^H' ,, 1 f dH: sin <p dir \ 

x^ d^^ .fir \ dx X df] 



Till den ändan insätta vi på höger sida vår första approxi- 
mation Hq-=AI^{x) samt införa H'=AlJ^x) + BH^[x)co^fp, 
Ekvationen i IT, {x) får då utseendet: 

En lösning till vänstra membran som ej blir 00 för ^r = O är 
JJ, ^=^B * I^ [x). Använda vi metoden med konstantens varia- 
tion erhålla vi lätt lösningen till ekvationen, hvilken lös- 
ning blir: 

där H>{x) = x{l^{x))\ ' 

Eör x^=fia måste nu H^ vara noll. Härigenom bestämmes 
B och vi få: 



fir '^ '^ J (p{x) 



Yi öfvergå nu till bestämmande af själfinduktionskoefficient 
och motstånd i andra approximationen. Yi hafva: 

r d 
/.Q \ r^^o.dffi 
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Sätta vi Bär Q=a, multiplicera med ätp och integrera från O 
till 2.71 erhålles.: 

2 71VX {dflp 1 Q dfJi] 
^' [dx'^2r~dx\ 

eller efter införande af värdena på Hq och IT, samt införande 
af x=j3a: 

/'' _ , 2tiv . • ,f a fn^(x)dx\ 



Genom insättning af förut erhållna värde på ^ f å vi på förut 
angifvet sätt själfinduktionskoefficient och motstånd bestämda 
ur uttrycket: 

a/^Ii {ffa)j^ ^ a ftlj(x)dx\ 



a/S li {fi a)( _ a fip{x)dx\ 

Xr lo (/^a) r ~ V^' V^ W 'h=^fict 



Om vi antaga lika af stånd mellan de olika trådhvarfven få vi 

- — 3— hvarf per längdenhet få vi själf induktion- och mot- 
d + 2a 

stånd till följd af den skiktade järnmanteln genom att divi- 
dera nyss erhållna uttryck med d + 2a, 

Med användande af samma metod kan approximationen 

lätt bringas på högre potenser på - • 

T 

Tvänne parallela lika ledare omgifna af hvar sin 
järnmantel. 

Detta problem är af större praktisk betydelse än före- 
gående, eriiedan i telefojikablar ledning och återgångsledning 
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bestå af hvar sin kopparledare hvilka kopparledare äro paral- 
lella och till sina dimensioner lika. 

Vi antaga att ledame befinna sig på sådant afstånd från 
hvarandra i förhållande till deras diametrar att man kan 
fcånse från den störning i strömmens distribution, som de 
åstadkomma på hvarandra. Vidare antaga vi af samma skäl. 
att jämmantlame ligga tätt till ledame, ehuru naturligtvis 
isolerade från dem, samt att manteln består af i täta hvarf 
upplindad järntråd. Det elektromagnetiska fältet utbreder 
sig ögonblickligt öfver dielektrikum mellan ledarne, och för 
bestämmande af inträngningen i de olika hvarfven hafva vi 
samma ekvationer som nyss. För att bestämma den ökning 
i sjelfinduktionskoefficient och motstånd som jämmantlame 
åstadkomma hafva vi därför endast att fördubbla det nyss 
erhållna uttrycket d. v. s. om p är sjelfinduktionsökningen 
och w motståndsökningen hafva vi: 

r{,d+2a) ), USa) \ fir^ ^{x) \x=fia 
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